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Çàìå÷àíèÿ î ÷åáûøåâñêèõ êîîðäèíàòàõ
Þ. Áóðàãî, Ñ. Èâàíîâ, Ñ. Ìàëåâ
Ïîä ïîâåðõíîñòüþ âñþäó, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû èìååì â
âèäó äâóìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Êàê èçâåñòíî, ñèñòåìà êîîðäèíàò
íà ïîâåðõíîñòè M íàçûâàåòñÿ ÷åáûøåâñêîé, åñëè ïåðâàÿ îñíîâíàÿ îðìà
ïîâåðõíîñòè èìååò â ýòèõ êîîðäèíàòàõ âèä
ds2 = du2 + 2 cos θ(u, v)dudv + dv2.
Èíûìè ñëîâàìè, âñå êîîðäèíàòíûå ëèíèè ïàðàìåòðèçîâàíû äëèíîé äóãè,
à θ(u, v)  óãîë ìåæäó êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè.
Ôîðìóëà Õàöèäàêèñà (ñì., íàïðèìåð, [BVK, ñòð. 413℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî
íà ïîëíîé îäíîñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè, äëÿ êîòîðîé |
∫∫
KdS| > 2π, åäèíûå
÷åáûøåâñêèå êîîðäèíàòû ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü. ÇäåñüK  ãàóññîâà êðèâèçíà,
à S  ïëîùàäü.
Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òàêèå êîîðäèíàòû çàâåäîìî
ñóùåñòâóþò. Íàðÿäó ñ ðèìàíîâûìè 2-ìíîãîîáðàçèÿìè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
áîëåå îáùèé êëàññ ïîâåðõíîñòåé Àëåêñàíäðîâà (íàçûâàåìûõ òàêæå äâóìåðíûå
ìíîãîîáðàçèÿ îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû). Ýòîò êëàññ âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê
2-ìíîãîîáðàçèÿ ñ ðèìàíîâûìè èëè ïîëèýäðàëüíûìè ìåòðèêàìè, òàê è èõ
ðàâíîìåðíûå ïðåäåëû ïðè óñëîâèè ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè êðèâèçíû
è ñîõðàíåíèÿ ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèÿ, ïîäðîáíåå ñì. [AZ℄ èëè [Resh℄.
Ï. Ë. ×åáûøåâûì áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíûõ ÷åáûøåâñêèõ
êîîðäèíàò â òðàäèöèîííîì â òî âðåìÿ ïðåäïîëîæåíèè àíàëèòè÷íîñòè. Ïåðâûé
íåëîêàëüíûé ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò È. Áàêåëüìàíó [Bak℄, êîòîðûé äîêàçàë,
÷òî íà ïîâåðõíîñòè Àëåêñàíäðîâà ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíóþ ÷åáûøåâñêóþ
ñåòü âî âñåì ñåêòîðå ìåæäó äâóìÿ îðòîãîíàëüíûìè ãåîäåçè÷åñêèìè, åñëè
òîëüêî ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòè èíòåãðàëüíîé êðèâèçíû ýòîãî
ñåêòîðà îáå ìåíüøå
pi
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. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ñåêòîðà ýòîò ðåçóëüòàò
íåóëó÷øàåì.
Ìíîãî ïîçæå ñõîäíûé ðåçóëüòàò, íî òîëüêî â ñëó÷àåC∞-ãëàäêèõ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé, áûë ïîëó÷åí Ñ. Ñàìåëñîí è Â. Äàÿâàíçà [SD℄: ïðè òåõ æå
óñëîâèÿõ íà êðèâèçíó îíè äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå åäèíîé ÷åáûøåâñêîé
ñåòè íà ïîëíîé îäíîñâÿçíîé C∞-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè. Èõ äîêàçàòåëüñòâî â
îñíîâíîé ñâîåé ÷àñòè  àíàëèòè÷åñêîå. Êàê èçâåñòíî, âîïðîñ î ëîêàëüíîì
ñóùåñòâîâàíèè ÷åáûøåâñêèõ êîîðäèíàò ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îïðåäåëåííîé
∗
Èññëåäîâàíèÿ ïåðâûõ äâóõ àâòîðîâ ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíû ãðàíòîì ÔÔÈ 05-01-
00939
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ãèïåðáîëè÷åñêîé êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà; â [SD℄
ýòà ñèñòåìà ðåøåíà ìåòîäîì ðàáîòû [LSh℄.
Ìû ïîêàæåì, ÷òî èç ðåçóëüòàòà È. Áàêåëüìàíà ñëåäóåò òàêàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü M  ïîëíîå îäíîñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü Àëåêñàíäðîâà,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ω+(M) < 2π, ω−(M) < 2π. Òîãäà íà M ñóùå-
ñòâóåò åäèíàÿ ÷åáûøåâñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.
Åñëè æå ω+(M) < 2π − ǫ, ω−(M) < 2π − ǫ, ãäå ǫ > 0, òî ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ÷åáûøåâñêàÿ ñåòü, ÷òî óãëû ìåæäó êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè ðàâíîìåðíî
îòäåëåíû îò 0 è π (íàïðèìåð, ÷èñëîì ǫ/4).
Çäåñü ω+ è ω−  ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ êðèâèçíûM , ðàññìàòðèâàåìûå
êàê ìåðû; â ñëó÷àå ðèìàíîâîé ìåòðèêè
ω+(M) =
∫∫
M
K+dS, ω−(M) =
∫∫
M
K−dS,
ãäå a+ = max{a, 0}, a− = max{−a, 0}.
Êàê áûëî îòìå÷åíî, óñëîâèÿ òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ íåóëó÷øàåìûìè.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áûëî áû äîñòàòî÷íî ðàçáèòüM äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ
ãåîäåçè÷åñêèìè íà ÷åòûðå ñåêòîðà òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî èç íèõ âûïîëíÿëèñü
óñëîâèÿ òåîðåìû È. Áàêåëüìàíà. Îäíàêî òàêîå ðàçáèåíèå íå âñåãäà âîçìîæíî
è êîíñòðóêöèþ ïðèõîäèòñÿ íåñêîëüêî óñëîæíèòü.
Íà ñàìîì äåëå ðàññóæäåíèÿ È. Áàêåëüìàíà äîêàçûâàþò íåñêîëüêî áîëåå
îáùåå óòâåðæäåíèå, ÷åì áûëî óïîìÿíóòî âûøå. Èìåííî, ðàññìîòðèì íà
ïîëíîé îäíîñâÿçíîé íåîãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòè Àëåêñàíäðîâà ñåêòîð Q,
îãðàíè÷åííîé êðèâûìè γ1, γ2 ñ îáùèì íà÷àëîì p = γ1(0) = γ2(0) â âåðøèíå
ñåêòîðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ ïîâîðîò ñ âíóòðåííåé ñòîðîíû ãðàíèöû ñåêòîðà
Q, çà âû÷åòîì åãî âåðøèíû. Ïîâîðîò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê óíêöèÿ ìíîæåñòâà
(çàðÿä); ÷åðåç τ+, τ− îáîçíà÷èì ïîëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòè
çàðÿäà τ . (Â ñëó÷àå ãëàäêîé êðèâîé γ : (0, a)→M íà ðèìàíîâîì 2-ìíîãîîáðàçèè
M τ±(E) =
∫
E
k±g ds, ãäå kg  ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ñî ñòîðîíû Q, à
èíòåãðèðîâàíèå (ïî äëèíå äóãè) âåäåòñÿ ïî ìíîæåñòâó E ⊂ (0, a).) Íàêîíåö,
ïîëîæèì ω˜±(M) = ω±(M) + τ±(γ1) + τ
±(γ2).
Òåîðåìà 2. (È. Áàêåëüìàí) Åñëè äëÿ ñåêòîðà Q âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
ω˜+(Q) < α, ω˜−(Q) < π − α,
ãäå α  óãîë ñåêòîðà Q â åãî âåðøèíå p, òî â Q ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ãëîáàëüíàÿ ÷åáûøåâñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, ïðè êîòîðîé êðèâûå γ1, γ2
ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè.
Ïðè ýòîì ñåòåâûå óãëû îòäåëåíû îò 0 è π ìèíèìóìîì âåëè÷èí α −
ω˜+(Q) è π − α− ω˜−(Q).
ßñíî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî ðàçáèòüM íà ÷åòûðå
ñåêòîðà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 2. Òàêîå ðàçáèåíèå äîñòàòî÷íî
îñóùåñòâèòü òîëüêî â ñëó÷àå ðèìàíîâîé èëè ïîëèýäðàëüíîé ìåòðèêè, òàê
êàê ïîñëå ýòîãî îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì.
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Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêèõ êîîðäèíàò òåñíî ñâÿçàíà ñ âîïðîñîì
îá óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ ìåæäó äâóìÿ ïîâåðõíîñòÿìè ñóùåñòâóþò áèëèïøèöåâû
îòîáðàæåíèÿ ñ êîíòðîëèðóåìûìè êîíñòàíòàìè Ëèïøèöà, ñì. [BB, B℄. ðóáî
ãîâîðÿ, ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ñåòåâûå óãëû, ò. å. ÷åðåç
min{inf θ, inf(π − θ)}.
Õîòÿ ïðè ω−(M) > 2π ïîâåðõíîñòüM ìîæåò íå äîïóñêàòü ÷åáûøåâñêèõ
êîîðäèíàò, íà íåé âñå æå ìîæíî ââåñòè ÷åáûøåâñêèå êîîðäèíàòû ñ âåòâëåíèåì
â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, è òàêèå îáîáùåííûå êîîðäèíàòû îáåñïå÷èâàþò
áèëèïøèöåâîå îòîáðàæåíèå íà ïëîñêîñòü ñ êîíòðîëèðóåìîé, ïîñòîÿííîé
Ëèïøèöà. Íàïðèìåð, äëÿ ïîâåðõíîñòåé, ãîìåîìîðíûõ ïëîñêîñòè, Ì. Áîíêîì
è Ó. Ëàíãîì â [BL℄ äîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè ω+(M) < 2π−ǫ < 2π, ω−(M) <
C <∞ ïîâåðõíîñòü M áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíà ïëîñêîñòè ñ êîíñòàíòîé
Ëèïøèöà ǫ−
1
2 (2π + C)
1
2
. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêèõ êîîðäèíàòû ñ
âåòâëåíèÿìè íåìåäëåííî ñëåäóåò îñëàáëåííàÿ (ò. å. ñ õóäøåé ïîñòîÿííîé)
òåîðåìà ÁîíêàËàíãà.
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêèõ êîîðäèíàò ñ âåòâëåíèÿìè
íåñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ ïîñòðîåíèé È. Áàêåëüìàíà; íå îïèñûâàÿ åãî êîíñòðóêöèþ
â äåòàëÿõ, óïîìÿíåì òîëüêî, ÷òî ñåòü ñòðîèòñÿ ñíà÷àëà íà ïîâåðõíîñòè ñ
ïîëèýäðàëüíîé ìåòðèêîé; îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì.
Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2, ñåêòîð ñ ïîëèýäðàëüíîé ìåòðèêîé ìîæíî ðàçáèòü íà
ïëîñêèå ïàðàëëåëîãðàììû, ïðèëåãàþùèå ïî öåëûì ñòîðîíàì è îáðàçóþùèå
ðåøåòêó èç ñòðîê è ñòîëáöîâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîîðäèíàò êàæäûé ïàðàëëåëîãðàìì
çàìåíÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàëëåëîãðàììîì íà R
2
ñî ñòîðîíàìè òîé æå
äëèíû, òàê ÷òî íîâûå ïàðàëëåëîãðàììû çàìîùàþò ñåêòîð â åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè. Â ñëó÷àå ñëèøêîì áîëüøîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ðàçáèòü
ñåêòîð íà ïàðàëëåëîãðàììû, îáðàçóþùèå ðåøåòêó, ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâîçìîæíî.
Îäíàêî ìîæíî èçìåíèòü êîíñòðóêöèþ, äîïóñòèâ ïðèìûêàíèå áîëåå, ÷åì
÷åòûðåõ ïàðàëëåëîãðàììîâ ê íåêîòîðûì âåðøèíàì â ñåêòîðå (òàêèõ âåðøèí
áóäåò êîíå÷íîå ÷èñëî) è îòîáðàæàÿ ÷àñòü ïàðàëëåëîãðàììîâ íà óæå íå
îáÿçàòåëüíî ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëåëîãðàììû åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.
ÏóñòüM  ïîëíîå îäíîñâÿçíîå ðèìàíîâî 2-ìíîãîîáðàçèå. Íàçîâåì êðåñòîì
èãóðó íàM , îáðàçîâàííóþ òðåìÿ òàêèìè ïðîñòûìè íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûìè
ãåîäåçè÷åñêèìè γi, ÷òî
(i) γ1 : (−∞,∞)→M , γi : (0,∞)→M ïðè i = 2, 3;
(ii) γ1 ðàçáèâàåò M íà äâå îáëàñòè (ïîëóïëîñêîñòè);
(iii) γ2 è γ3 íà÷èíàþòñÿ íà γ1 è ïðîõîäÿò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ
îòíîñèòåëüíî γ1, ðàçáèâàÿ êàæäóþ ïîëóïëîñêîñòü íà äâà ñåêòîðà.
Òåì ñàìûì ýòè ãåîäåçè÷åñêèå ðàçáèâàþòM íà ÷åòûðå ñåêòîðàQi. Îáîçíà÷èì
÷åðåç αi óãîë ñåêòîðà Qi â åãî âåðøèíå Oi.
Àíàëîãè÷íóþ èãóðó, íî îáðàçîâàííóþ êâàçèãåîäåçè÷åñêèìè íà ïîâåðõíîñòè
Àëåêñàíäðîâà, áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûì êðåñòîì.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü M - ïîëíîå äâóìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ãîìåîìîðíîå
ïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì
ω+ < 2π − 4ǫ, ω− < 2π − 4ǫ (1)
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äëÿ íåêîòîðîãî ǫ > 0. Òîãäà íà M ñóùåñòâóåò òàêîé êðåñò, ÷òî ïðè âñåõ
i = 1, 2, 3, 4 ω+(Qi) ≤ αi − ǫ, ω
−(Qi) ≤ π − αi − ǫ è ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ
äâóõ òî÷åê γi(t), γi(t
′), i = 1, 2, 3, âûïîëíÿåòñÿ
|t− t′| sin ǫ ≤ dM (γi(t), γi(t
′)). (2)
Àïïðîêñèìèðóÿ ïîâåðõíîñòü Àëåêñàíäðîâà ðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè,
ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì òàêîå ñëåäñòâèå.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ïîëíàÿ ãîìåîìîðíàÿ ïëîñêîñòè ïîâåðõíîñòü Àëåêñàíäðîâà
M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1). Òîãäà íàM ñóùåñòâóåò îáîáùåííûé êðåñò,
îáëàäàþùèé òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî êðåñò â òåîðåìå 3, íî ñ çàìåíîé
ω± íà ω˜±, ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ýòîãî ñëåäñòâèÿ è òåîðåìû 2 íåìåäëåííî âûòåêàåò
òåîðåìà 1.
Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 1 íå óòâåðæäàåò, ÷òî â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
ðèìàíîâîé ìåòðèêè ïîñòðîåííûå ÷åáûøåâñêèå êîîðäèíàòû òàêæå áóäóò
ãëàäêèìè. Èñïîëüçîâàíèå àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà Ñàìåëñîí è Äàÿâàíçà [SD℄
âìåñòî êîíñòðóêöèè Áàêåëüìàíà ïîçâîëÿåò ãàðàíòèðîâàòü ãëàäêîñòü êîîðäèíàòíîé
ñåòè â êàæäîì ñåêòîðå, íî íà ãðàíèöå ñåêòîðîâ êîîðäèíàòíûå ëèíèè ìîãóò
èìåòü èçëîìû. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè âñþäó ãëàäêîé ÷åáûøåâñêîé ñåòè
îñòàåòñÿ ïîêà îòêðûòûì.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 ñëåäóåò òîìó æå ïëàíó, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî
ïðåäëîæåíèÿ 6.1 ðàáîòû [BL℄.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.
Øàã 1. Ñîãëàñíî òîëüêî ÷òî óïîìÿíóòîìó ïðåäëîæåíèþ èç ðàáîòû Áîíêà
Ëàíãà, ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêàÿ γ1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó (2) è
ðàçáèâàþùàÿM íà äâå ïîëóïëîñêîñòèMk, k = 1, 2, íåñóùèå ðàâíûå ïîðöèè
ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé êðèâèçí. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé ïîëóïëîñêîñòè
èìååì
ω+(Mk) < π − 2ǫ, ω
−(Mk) < π − 2ǫ. (3)
àññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòèM1. Íàì íàäî íàéòè âM1 ãåîäåçè÷åñêóþ ñ
íà÷àëîì íà γ1, ðàçáèâàþùèéM1 íà äâà ñåêòîðà â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì
òåîðåìû. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç
ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (3) è èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà ìåæäó äóãîé è õîðäîé,
ñì. [AZ℄, ïàðàãðà 2 ãëàâû IX.
Êàê è â [BL℄, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàøà ìåòðèêà ïëîñêàÿ âíå íåêîòîðîãî
êîìïàêòà D˜ ⊂ intM1, ïðè÷åì ýòîò êîìïàêò ãîìåîìîðåí çàìêíóòîìó äèñêó,
îãðàíè÷åí ãëàäêîé êðèâîé, òîòàëüíî âûïóêëûé è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ γ1. Êðîìå
òîãî, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîëóïëîñêîñòüM1 òàêæå òîòàëüíî âûïóêëà;
äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, îòðåçàòü M2 îò M1 è ïîäêëåèòü ê M1
åâêëèäîâó ïîëóïëîñêîñòü âìåñòî M2.
Øàã 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç SD˜ ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ îêðóæíîñòåé íàä
D˜. (Â íàøèõ óñëîâèÿõ ýòî  ïðîñòî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå D˜ íà îêðóæíîñòü
S1.) Çàäàäèì ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå σ èç SD˜ â ìíîæåñòâî (ìàêñèìàëüíî
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ïðîäîëæåííûõ) ãåîäåçè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòè M1. Åñëè v = (p, θ) ∈ SD˜, òî
σ(v) - ãåîäåçè÷åñêàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó p îðòîãîíàëüíî ê v, ïðè÷åì
îðèåíòèðîâàííàÿ òàê, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè ãåîäåçè÷åñêîé σ(v) â òî÷êå p è
âåêòîð v îïðåäåëÿþò ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ M1.
Â ñèëó òåîðåìû àóññàÁîííå è íàøèõ óñëîâèé, ãåîäåçè÷åñêàÿ σ(v) íå
èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé è ðàçáèâàåò M1 íà äâå îáëàñòè, èç êîòîðûõ îäíà
ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(v) òó èç îáëàñòåé, â êîòîðóþ
íàïðàâëåí âåêòîð v. Òåïåðü ââåäåì íà SD˜ óãëîâóþóíêöèþ α(v) ñëåäóþùèì
îáðàçîì: åñëè U(v)  ïîëîñà, òî α(v) = 0; åñëè U(v)  ïîëóïëîñêîñòü,
îãðàíè÷åííàÿ òîëüêî ãåîäåçè÷åñêîé σ(v), òî α(v) = π; åñëè U(v)  ñåêòîð,
òî α(v)  óãîë ýòîãî ñåêòîðà; åñëè U(v)  äâóóãîëüíàÿ îáëàñòü è îáà óãëà
ýòîé îáëàñòè α1 è α2  îñòðûå, òî α(v) =
α21 + α
2
2
α1 + α2
; åñëè æå îäèí èç óãëîâ
(íàïðèìåð, α1) äâóóãîëüíèêà íå îñòðûé, òî ïîëàãàåì α(v) =
π2/4 + α22
π/2 + α2
+ α1 −
π
2
;
íàêîíåö, åñëè U(v)  äîïîëíåíèåM1 äî äâóóãîëüíèêà, òî α(v) = π−α(−v).
Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè óãëîâóþ óíêöèþ α íà âñåì SD˜. Ñðàçó
çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû àóññàÁîííå íå îñòðûì ìîæåò áûòü íå áîëåå,
÷åì îäèí óãîë äâóóãîëüíèêà.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óíêöèÿ α íåïðåðûâíà è îáëàäàåò ñâîéñòâîì
α(v) + α(−v) = π.
Íîðìèðóåì ìåðû ω+ è ω−, ââåäÿ äâå íîâûå ìåðû:
W±(A) = (π − 2ǫ)
ω±(A)
ω±(D˜)
.
àññìîòðèì îòîáðàæåíèå φ : SD˜ → R2, êîòîðîå êàæäîìó âåêòîðó v ∈
SD˜ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó
(W+(U(v))− α+ ǫ, W−(U(v))− (π − α) + ǫ).
Çàìåòèì, ÷òî φ(−v) = −φ(v), â ÷àñòíîñòè, åñëè φ(v) = (0, 0), òî òàêæå
φ(−v) = (0, 0).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîé âåêòîð v0, ÷òî
φ(v0) = (0, 0).
Çàèêñèðóåì ëþáóþ òî÷êó O ãðàíèöû äèñêà D˜. Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå
SD˜ äâå ïåòëè, γ1 è γ2, ñ âåðøèíîé O.
Ïåòëÿ γ1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âðàùåíèå âåêòîðà v âîêðóã òî÷êè O, íà÷èíàÿ
ñ âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ê ãðàíèöå S˜ äèñêà D˜ è íàïðàâëåííîãî âíóòðü
ýòîãî äèñêà.
Ïåòëÿ γ2 ïîëó÷åíà îáõîäîì S˜ (íà÷èíàÿ ñ òî÷êè O) ïðè óñëîâèè, ÷òî â
êàæäîé òî÷êå áåðåòñÿ âåêòîð v, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê S˜ è íàïðàâëåííûé
âíóòðü D˜.
Ýòè ïåòëè î÷åâèäíî ãîìîòîïíû. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
òàêîé äèåîìîðèçì g äèñêà D˜ íà åâêëèäîâ åäèíè÷íûé êðóã D, ÷òî dg
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êîíîðìíî íà ãðàíèöå D˜, è, ñ÷èòàÿ O′ = g(O) íóëü-âåêòîðîì, âçÿòü dg-
ïðîîáðàçû ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé t ∂D, 0 ≤ t ≤ 1, âìåñòå ñ ïîëÿìè èõ
íîðìàëåé, íàïðàâëåííûõ âíóòðü.
Îòîáðàæåíèå φ ïåðåâîäèò ïåòëè γ1, γ2 â ïåòëè ïðîñòðàíñòâà Imφ; çíà÷èò,
ïîñëåäíèå ãîìîòîïíû ìåæäó ñîáîé â Imφ.
Òàê êàê îáðàç ïåòëè γ2 ëåæèò íà ïðÿìîé x+ y = π− 2ǫ, òî îí ñòÿãèâàåì
â Imφ.
Â òî æå âðåìÿ, ïî âûáîðó óãëîâîé óíêöèè α, ïåòëÿ γ1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì
φ(v) + φ(−v) = (0, 0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíäåêñ òî÷êè (0, 0) îòíîñèòåëüíî
ïåòëè γ1 íå ðàâåí íóëþ è òåì ñàìûì îíà íå ñòÿãèâàåìà â R
2 \ (0, 0), à
òåì áîëåå â Imφ. Äåéñòâèòåëüíî, óãîë, íà êîòîðûé ïîâîðà÷èâàåòñÿ âåêòîð
ñ íà÷àëîì (0, 0) ïðè ïðîõîæäåíèè ïåòëè γ1, åñòü ñóììà äâóõ ðàâíûõ äðóã
äðóãó óãëîâ âèäà (2k + 1)π.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè íóëü-âåêòîð ïëîñêîñòè íå ëåæèò â Imφ (êàê ìû
ïðåäïîëîæèëè), òî ïåòëÿ γ1 íå ñòÿãèâàåìà, à âòîðàÿ ñòÿãèâàåìà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî ïåòëè ãîìîòîïíû.
Èòàê, íàéäåòñÿ âåêòîð v åäèíè÷íîãî ðàññëîåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî φ(v) =
(0, 0). Èíûìè ñëîâàìè, ìû èìååì W+(U(v)) = α − ǫ, W−(U(v) = π −
α − ǫ. Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå U(v)  íåïðåìåííî ñåêòîð. Âî-ïåðâûõ,
î÷åâèäíî, ÷òî ǫ ≤ α ≤ π−ǫ, è, çíà÷èò, U(v)  íå ïîëîñà è íå ïîëóïëîñêîñòü.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî U(v)  äâóóãîëüíèê ñ óãëàìè α1 è α2. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî α1 ≥ α2. Ïîëîæèì α(v) = α0. Èç îïðåäåëåíèÿ óãëîâîé óíêöèè
α ÿñíî, ÷òî α0 ≤ α1. Ïî òåîðåìå àóññàÁîííå α1 + α2 = ω
+(U(v)) −
ω−(U(v)). Òàêèì îáðàçîì α1 + α2 ≤ ω
+(U(v)) ≤ α0 − ǫ ≤ α1 − ǫ < α1 +
α2, ÷òî íåâîçìîæíî. Åñëè æå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî U(v)  äîïîëíåíèå ê
äâóóãîëüíèêó, òî òîãäà, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, φ(−v) = −φ(v) = (0, 0),
÷òî, êàê òîëüêî ÷òî äîêàçàíî, íåâîçìîæíî äëÿ äâóóãîëüíèêà U(−v), ÷òî½
íåâîçìîæíî.
Çíà÷èò, ìû ïîëó÷èëè ðàçáèåíèå ïîëóïëîñêîñòè íà äâà ñåêòîðà ñ óãëàìè,
óäîâëåòâîðÿþùèìè íàøèì óñëîâèÿì. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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